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فصل  سوم

بردار در فضا    

تهیه و تنظیم:امین پناه        
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 فضای سه بعدی:

 وجود دارد که دو به دو بر یکدیگر عمود می باشند. z و yوxدر فضای سه بعدی سه محور

تشکیل می گردد که این سه صفحه YOZو  XOZ و XOYبوسیله سه محور و مبدا مختصات،صفحات 

 Zقرار دارد که در این چهار ناحیه   XYچهار ناحیه بالای  صفحه ناحیه تقسیم می کند. 8فضا را به 

 منفی است. Zقرار دارد و در این چهار ناحیه  XYمثبت است و چهار ناحیه پایین صفحه 

 

 فاصله دو نقطه در فضا:

 در فضا مفروض باشند فاصله این دو نقطه برابر است با Z2,Y2B(X,2(و  X)Z1,Y1A,1(اگر دو نقطه 

 

 

 ( را بدست آورید.-2و0و-1(و )2و-4و2مثال:فاصله دو نقطه )

 

 ( را بدست آورید.0و1و-1( و )1و-2و m-1مثال:کمترین فاصله دو نقطه )

 

 

 

مختصات راسهای مثلث متساوی الاضلاع  Cو  B(-2و1و m-1و ) A( -1و3و0تست:اگر نقاط  )

 باشند کمترین مساحت این مثلث کدام است.

1)3√5                   2)
5√3

2
                 3)

5√3

4
                     4)5√ 

 

 

 

در فضا متغیر باشد   Mدر فضا مفروض باشند و نقطه  B(0و1و4و )  A(-1و2و3تست:اگر نقاط )

 کدام است. |𝑀𝐴|+|𝑀𝐵|آنگاه کمترین مقدار 

1)0                     2)3√                   3)3√2                        4)2/3√ 
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که از نقاطی در فضا  در فضا مفروض است.مکان هندسی  B(2و2و7و) A(2و-1و3تست:نقاط )

 باشد کدام است. 4به فاصله  Bو از  3به فاصله  Aنقطه 

 (دایره4نقطه                      4(3(یک نقطه                       2(تهی                    1

 

 

 

 

 

 روی محورها و صفحات مختصات: A(X,Y,Zتصویر نقطه  )

 

 

 

 

 

 

 باشد کدام است. 5(به فاصله -2و3و4که از نقطه ) XOYتست:مکان هندسی نقاطی در صفحه 

 3(دایره ای به شعاع 4  4(دایره ای به شعاع 3(یک نقطه             2(تهی                     1

 

 

 

 

 

 Aتصویر نقطه  ′′Aو نقطه   XOZروی صفحه  A(-2و 2m-1و4تصویر نقطه ) A′تست:اگر نقطه 

 کدام است.|′′𝐴′𝐴|ها باشد  Zروی محور 

 بستگی دارد m(به 4                        √20(3                      4(2                   2(1
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 روی محورها و صفحات مختصات: A(X,Y,Z)قرینه نقطه  

 

 

 

 

 

 

ها Xنسبت به محور  Aقرینه نقطه ′Aمفروضند. فاصله نقطه  B(-1و2و4و ) A(1و2و-3تست: نقاط )

 کدام است. XOYروی صفحه  Bتصویر نقطه  ′Bاز نقطه 

1)√24                 2)√17                    3)√29                             4)√10 

 

 

 

 معادلات صفحات و محورهای مختصات: 
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 .را به یکدیگر وصل می کند B(1,2,3)و  A(1,2,-2)مثال:معادله پاره خطی را بنویسید که دو نقطه 

 

 

 

 را به یکدیگر وصل می کند. B(2,2,4) و A(2,-3,4)معادله پاره خطی را بنویسید که دو نقطه  مثال:

 

 

 

 مثال:در مکعب مستطیل شکل زیر:

 معادله وجه های آبی رنگ،سبز رنگ ونارنجی رنگ را بنویسید..1

 .معادله یال مشترک وجه ها را بنویسید.2
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 بردار در فضا و طول بردار:

 

 

 

 

 

 در فضا مفروض است. B(3و1و4و  ) A(-1و2و3مثال:نقاط )

 را بدست آورید. AB.مولفه های بردار 1

 را بدست آورید BA.طول بردار 2

 

 

می باشد  √13و√12و√7به ترتیب   yozوxozوxoy روی صفحات   aتست:اندازه تصویر بردار 

 کدام است. a.اندازه بردار 

1)1                     2)2                        3)3                          4)4 

 

 

 

 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗تست:حاصل   ⃗+𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  کدام است. ⃗ 

1)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2                2)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗                      3)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗                      4)𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 

 

𝑂𝐵⃗⃗تست:حاصل  ⃗⃗  ⃗5+𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗2+𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗6+𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  کدام است.  3⃗ 

1)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗                  2)𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                      3)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗                     4)𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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 ضرب عدد در بردار:

 

 

 

 را بدست آورید. �⃗� -𝑎  rباشد حاصل    r=2  و    �⃗�(3و5و-2و )  𝑎(1و-2و3مثال:اگر )

 

 

 ویژگیهای جمع بردارها:

1)a+b=b+a 

2)a+(b+c)=(a+b)+c 

3)a+0=0+a=a 

4)a+(-a)=(-a)+a=0 

5)r(a+b)=ra+rb 

6)(r+s)a=ra+sa 

7)(rs)a=r(sa) 

سه بردار به طول واحد وجود دارد که بر این سه محور منطبق می   x,y,zبردار یکه:برای سه محور 

مشخص می گردند که به آنها بردارهای یکه محور های   kو  jو iبا شند .این سه بردار با نمادهای 

 لفه های این سه بردار برابر است با مختصات می گو ییم.مو

 

 

 را بر حسب بردارهای یکه محور های مختصات بنویسید.  𝑎( 2و-1و3مثال:بردار  )

 

 

 دو بردار موازی:
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بر یک خط راست واقع باشند حاصل  C(2و-2و4و) B(1وbو1و ) A( aو-1و0تست:اگر سه نقطه )

3a-4b .کدام است 

1)7                    2)5                         3)6                         4)8 

 

 

 

 

نمایش می دهیم   a.bضرب داخلی دو بردار رابصورت  bوaضرب داخلی دو بردار:برای دو بردار 

 که حاصل آن یک عدد است و این عدد می تواند مثبت،منفی ویا صفر باشد.

و زاویه بین دو بردار مشخص باشد در این صورت ضرب داخلی  bو  a*اگر اندازه های دو بردار 

 دو بردار برابر است با 

 

 ویژگیهای ضرب داخلی دو بردار:
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 باشد مطلوبست   60و زاویه بین دو بردار  3و2به ترتیب   bو   aمثال:اگر اندازه های دو بردار 

(2a-b).(a+3b) 

 

 

 

  a+b+c=0|  باشد با این خاصیت که c=|1| وb=|3| و a=|2اگر   a,b,cمثال:برای سه بردار 

 را بدست آورید.  a.b+b.c+c.aمقدار 

 

 

 

 

 کدام است.   a.cحاصل  |  c=|7|  و b=|6| و a=|5و   a+b+c=0تست:اگر  

1)18-                    2)19                     3)18                        4)19- 

 

 

 

 

 

 است.کدام  a.b+b.cباشد حاصل  a+b+c=0|  و c=|6| وb=|4| و a=|3گر  تست:ا

1)14-                  2)15-                     3)16-                    4)17- 

 

 

 

 

کدام  bو a| باشد زاویه بین دو بردار b3+a2=|√7بردارهایی یکه باشند بطوریکه   b و aتست:اگر 

 است.

1)60                 2)30                      3)120                    4)150 
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 کدام است. b و a| باشد ،زاویه بین دو بردار b-a=|√13|  و b=|3| و a=|4تست:اگر 

1)90              2)120                   3)30                       4)60 

 

 

 

 ضرب داخلی دو قطر را بدست آورید.  aمثال:در مکعب با طول یال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

12 
 

 ضرب داخلی دو بردار بر حسب مولفه های دو بردار:

در فضا مفروض باشند در این صورت ضرب داخلی  b2,b1b(b,3(و   a)a2,a1a,3(اگر بردارهای  

 دو بردار برابر است با:

 

 را بدست آورید. b(3و-1و3و ) a(1و-2و4مثال:ضرب داخلی دو بردار )

 

 

(قطرهای یک لوزی باشند ،مساحت لوزی کدام  2و1و0( و ) 1و m-1و2تست:اگر بردارهای )

 است.

 بستگی دارد m(به 4                 3√2/5(3                       √5(2             √2/5(1

 

 

 

 bآنگاه مجموع مولفه های بردار   a.b=28موازی باشند و  bو   a(2و-1و3اگر دو بردار  )تست:

 کدام است 

1)12               2)10                       3)8                       4)6 

 

 

 

باشد   BCارتفاع وارد بر ضلع  AHاگر   1به طول ضلع   ABCتست:در مثلث متساوی الاضلاع  

 کدام است.    AB.AC+AB.AHحاصل 

1)
5

4
                    2)

4

5
                      3)

3

4
                         4)

4

3
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بین در فضا معلوم باشد در این صورت زاویه   bو aزاویه بین دو بردار:اگر مولفه های دو بردار 

 دو بردار برابر است با :

 

 

 را بدست آورید.  b(3و5و-1و  )  a(2و-1و3مثال:زاویه بین بردارهای  )

 

 

 

کدام  Aباشند،اندازه زاویه  ABCسه راس مثلث  C(4و-1و5و ) B(3و1و7و ) A(1و2و5)  تست:اگر

 است.

1)30                    2)45                       3)60                       4)90  

 

 

 

 

 درجه باشد  مطلوبست  زاویه بین دو بردار  60برابر  b و aمثال:اگر زاویه بین دو بردار یکه  

a-2b  وa+b 

 

 

 

 

 

 

 

ودر صورتی که زاویه بین دو   <a.b 0باشد آنگاه  90کمتر از  bوaنکته:اگر زاویه بین دو بردار 

>a.bباشد   90بردار بزرگتر از  0  

( منفرجه 1و2و4(  و )2و m-1-و3را طوری بدست آورید تا زاویه بین دو بردار ) mمثال:حدود 

 گردد.
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 : bروی  aتصویر بردار 

 

 

 بدست آورید.  b(1و1و1را روی  بردار  )  a(2و-1و3مثال:تصویر بردار )

 

 

 

   a+2bرا روی بردار  a-bمفروضند.تصویر بردار  b(2و1و1و )  a(1و-1و1مثال:بردارهای )

 بدست آورید.

 

 

 

 

 aبر  bتصویر  ′bونیز  bبر  aتصویر  ′aدو بردار غیر صفر و نا هم راستا هستند .اگر  bوaتست:

باشد حاصل  
𝑎.𝑏′+𝑏.𝑎′

𝑎.𝑏
 برابر کدام است.  

1)1                2)2                            3)4                             4)0 

 

 

 

 

 شوارتس:-نامساوی کشی

 

 را بدست آورید. 9z2+y24x+2باشد کمترین مقدار عبارت    2y+6z=12-4xمثال:اگر  
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 ضرب خارجی:

×aضرب خارجی دو بردار را بصورت   b و aبرای دو بردار  𝑏  نمایش می دهیم که حاصل آن

عمود  bو aودر نتیجه بر صفحه بردارهای   bو aیک بردار است و این بردار بر هر دو بردار 

 است.

باشد در این صورت  bبه سمت  بردار  aانگشت دست راست از بردار  *اگر  جهت چرخش چهار

×aبردار  انگشت شست  𝑏 .را نمایش می دهد 

بین دو بردار مشخص باشد در اینصورت  ضرب خارجی و زاویه  b  و a*اگر اندازه های دو بردار 

 دو بردار برابر است با :

 

 ویژگی های ضرب خارجی دو بردار:
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×aباشند بردار   b(3و2و-1و )  a(2و-1و1مثال:اگر ) 𝑏 .را تشکیل دهید 

 

 

a=𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗اگر   ABCDمثال:در متوازی الاضلاع  b=𝐴𝐷⃗⃗و   ⃗  ⃗⃗  اضلاع  متوازی الاضلاع باشند حاصل    ⃗ 

AC× 𝐵𝐷  .کدام است 

 

 

 

×2=|4تست:اگر  𝑉1V(  2|باشد  اندازه بردارV-1V3)×(2V+1V.کدام است ) 

1)8                     2)0                      3)16                       4)4 

 

 

 

 

 

×b|  آنگاه  |a×c=|2و  a-2b+3c=0تست:اگر   𝑎. کدام است | 

1)3                   2)2                      3)1.5                      4)5./ 

 

 
باشد و زاویه  60برابر  cوbبطول واحد مفروضند .اگر زاویه  بین دو بردار    a,b,cتست:سه بردار 

×a.(bباشد  حاصل   60برابر  cو   bبا صفحه بردار های  aبین بردار  𝑐) .کدام است 

1)
3

4
                 2)

√3

4
                      3)

1

2
                          4)

√2

2
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×a-2b(.)3a=)0مفروض باشند و   b(2و1و1و  ) a(2وm-و1تست:اگر ) 𝑏) باشد مقدارm  کدام

 است.

 m(هر مقدار 4                       2(3                    -1(2                 1(1

 

 

 

 

 

|  ×a(a+b=|)18و   b= |5| و |a=|6است.اگر  90کمتر از   bو    aتست:زاویه بین دو بردار 

 کدام است.  a(.a+bحاصل  )

1)54              2)56                   3)60                       4)64 

 

 

 

 

 حرکت کند بردار ضرب خارجی   Dبه   Cاز  Mباشد و نقطه    ABموازی   CDتست:اگر  

AB× 𝐴𝑀 .چگونه تغییر می کند 

 (طول آن کم میشود ولی جهت تغییر نمی کند.1

 (طول ثابت است ولی جهت تغییر می کند2

 (طول و جهت ثابت است.3

 (طول و جهت تغییر می کند.4
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 مساحت متوازی الاضلاع:

 متوازی الاضلاع ساخته شود مساحت متوازی الاضلاع برابر است با   bوaاگر بوسیله  دو بردار 

 

 

مفروض است .مساحت متوازی الاضلاعی را بیابید که  b(-1و2و2و )  a(1و1و1مثال:بردارهای  )

 ساخته می شود. 3a+4bو   a-bبا بردارهای  

 

 

 

 

 

 مساحت مثلث:

 شود در این صورت مساحت مثلث برابر است با  مثلثی ساخته b  و aسیله دو بردار اگر بو

 

 

 

 

و    a-bباشند مساحت مثلثی را بیابید که بوسیله بردارهای   b(0و1و2و ) a(2و2و-1مثال:اگر )

4a+5b  .ساخته میشود 

 

 

 

باشند ،مساحت مثلث  ABCسه راس مثلث   C(2و2و3و )   B(0و1و1و ) A(1و2و2مثال:اگر نقاط )

ABC .را بدست آورید 
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می سازند .مساحت مثلثی که  30واحد با یکدیگر زاویه  4و  3با طولهای   bو aتست:دو بردار 

 ساخته می شود کدام است.  3a+2bو   a-2bبوسیله دو بردار 

1)24                     2)36                             3)42                              4)48 

 

 

 

 

×b| باشد حاصل  |c=|7|  و b=|6|  و a=|5و   a-b+c=0تست:اگر  𝑐.کدام است  | 

1)6√24                 2)6√6                         3)6√12                         4)6√3 

 

 

 

 

 ضرب مختلط سه بردار:

 

 

 

 

 صورت ضرب مختلط سه بردار صفر است.*اگر سه بردار در یک صفحه باشند در این 

 در یک صفحه اند. a(2و3و-1و ) b(1و-1و3و ) c(1و9و-1مثال:آیا بردارهای  )

 

 

 

 کدام است. m( در یک صفحه باشند مقدار 3و-1و1( و )0و1و2( و )1وmو-1تست:اگر سه بردار )

1)2-                          2)2                           3)1                          4)1- 
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متوازی السطوح ساخته شود  در این   cو  bو   aحجم متوازی السطوح:اگر بوسیله سه بردار 

 صورت حجم آن برابر است با:

 

 

 

( 0و1و1(و)1و0و1( و )1و1و0مثال:حجم متوازی السطوحی را بدست آورید که توسط بردارهای )

 تولید میشود.

 

 

 

 

 و خارجی:رابطه بین ضرب داخلی 

 

 

 

×a=|72|  و b=|26| و،a=|3مفروض اند به طوری که  bو  aمثال:بردارهای  𝑏 مقدار.  |a.b  را

 بدست آورید.
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 تستهای تکمیلی:
چنان قرار دارد  ABبر روی پاره خط  Mمفروض اند .نقطه  B(=2و3و0و ) A(=2و3و4.نقاط )1

 کدام است. M.مختصات  MA=-3MBکه بردار 

 (-1و-3و1( )4(        2و3و1( )3(      -2و-3و-1( )2(           1و3و-1()1

 

 

 

 کدام است. BCباشند مختصات    AC(= 3و2و1و  ) AB =(1و2و3.اگر )2

 (2و2و-2)  (4(      4و4و4(  )3(      4و0و-2(  )2(      2و0و-2( )1

 

 

( به 4و2و-1واحد بوده  واز ) 4صله ( به فا2و-1و5.چند نقطه در فضا  وجود دارد که از نقطه )3

 واحد باشد. 3فاصله 

 (صفر4                  1(3                 2(2(بی شمار           1

 

 

 

 عمود است.  j-2kو  i—2j.کدام بردار بر هر دو بردار  4

 (4و2و1) (4(    2و0و-1(  )3(      4و-2و1(  )2(      4و2و2()1

 

 

 

 کدام عدد می تواند باشد. k| باشد ،b= |1| و a=|3و   k(a+b)=2b.اگر  5

1)1-                2)1                3)2-                 4)2   
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 a+bباشد مساحت متوازی الاضلاعی که توسط بردارهای   a.b=24|  و  b=|13|  و a=|2.اگر 6

 ساخته می شود کدام است. a-bو 

1)5                    2)10                        3)20                      4)40  

 

 

 

 کدام است. k( هم صفحه باشند مقدار -1و2و-4( و  )2و2و3( و  )kو2و-1.اگر بردارهای )7

1)
−2

7
                   2)

4

7
                         3)

−3

7
                        4)

2

7
 

 

 

 

 

کدام  xoyنسبت به صفحه  Aها،از قرینه نقطه Zروی محور  A(2و1و-1).فاصله تصویر نقطه 8

 است.

1 )5                    2 )2                          3 )3                       4 )4 

 

 

 

 ساخته می شود،کدام است.  k+iو    i-j.مساحت مثلثی که با دو بردار 9

1)3√                  2)
√2

2
                        3)

√3

2
                           4)2√2 

 

 

 

 ( کدام است.1و2و1( و )0و1و-1( ، )3و2و1.حجم متوازی السطوح بنا شده بر سه بردار )10

1)6                   2)2                        3)3                            4)4 
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 | کدام است.a-bبر هم عمود باشند ،|=b(0و1-و mو )  a(=3m,2m-1,m.اگر دو بردار )11

1)11√                     2)3                           3)13√                          4)4 

 

 

 

یک متوازی الاضلاع ساخته شده است.زاویه بین دو    b=k-jو  a=2i+j+k.بر روی دو بردار 12

 طر متوازی الاضلاع کدام است.ق

1)60                     2)45                         3)30                            4)90 

 

 

 

 

 کدام است. m( در یک صفحه قرار دارند .1وm-1و1(و)2وmو1( ،)1و3و-1.سه بردار )13

1)2                     2)0                          3)1                              4)1- 

 

 

 

 

 است.حاصل عبارت  2،مثلثی متساوی الاضلاع به طول ضلع ABC.مثلث 14

(AC.CB)AB-(AB.BC)AC    .کدام   است 

  1)2CB                 2)2BC                   3)4CB                         4)4BC 

 

 

 

×V=(3i+j).طول تصویر قائم بردار  15 (𝑗 − 𝑘) بر صفحهxy  چند برابر طول تصویر قائم آن بر،

 است.  yzصفحه 

1)√5                    2)
√5

2
                      3)

√5

3
                         4)

1

3
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×a|.اگر  16 𝑏| = ،چند  bبر راستای بردار  aباشد،طول تصویر قائم بردار     a.b=1و  3√

 | است.aبرابر |

1)
1

4
                       2)

1

2
                       3)

2

3
                        4)

1

3
 

 

 

 

 

قیقی باشند ،حداکثر مقدار عبارتسه عدد ح cوa،b.اگر 17
(4𝑎+𝑏+𝑐)

4𝑎+𝑏+𝑐
 کدام است. 

1)2                        2)3                      3)4                      4)6 
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